Matematyka VI LO						      12.02.2022 - 13.02.2022
Temat: Funkcja kwadratowa (3h)

Wykład
https://www.youtube.com/watch?v=G3kONp54iBQ
Funkcja kwadratowa - wprowadzenie
Funkcja kwadratowa - postać ogólna, kanoniczna i iloczynowa - YouTube
Nierówność kwadratowa - omówienie wszystkich przypadków - YouTube
Funkcja kwadratowa - kurs do matury - YouTube
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Przykład 2.
Funkcja
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jest kwadratowa, chociaż na pierwszy rzut oka nie widać w jej wzorze wyrażenia . Wymnażając nawiasy możemy przekształcić wzór funkcji do postaci ogólnej:
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Zatem nasza funkcja wyraża się wzorem:
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czyli jest kwadratowa.
Przykład 3.
Funkcja
[image: ]
jest funkcją kwadratową. Możemy przekształcić wzór funkcji do postaci ogólnej:
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Zatem nasza funkcja wyraża się wzorem:
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czyli jest kwadratowa.


Wykresy funkcji kwadratowych
Wykres funkcji 
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Wygląda następująco:
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Metody rysowania wykresu funkcji kwadratowej
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Miejsca zerowe funkcji kwadratowej
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Zadania
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Temat: Funkcje wymierne (2h)

Wykład
Funkcje wymierne i wielomiany - YouTube
Live. Funkcje wymierne. Książka Teraz Matura. Poziom podstawowy. - YouTube
Równania wymierne - metoda rozwiązywania - YouTube
Wyrażenia wymierne - zadanie - upraszczanie wyrażeń wymiernych - YouTube
Materiał dodatkowy:
Funkcja wymierna na poziomie rozszerzonym - YouTube
Notatka
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Przykład 2.
Funkcję wymierną:
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można uprościć:
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Temat: Funkcje trygonometryczne (1h)
Wykład
Trygonometria - najważniejsze wiadomości - kurs podstawowy - YouTube
Trygonometria - stosowanie podstawowych wzorów - YouTube
Materiał dla chętnych:
Wartości funkcji trygonometrycznych - kurs rozszerzony - YouTube
Wykresy funkcji trygonometrycznych i okresowość - YouTube
Notatka
Wprowadzenie do trygonometrii
Trygonometria - to dział matematyki, który zajmuje się zależnościami między długościami boków, a miarami kątów wewnętrznych w trójkątach. Rozszerzeniem podstawowej trygonometrii są tzw. funkcje trygonometryczne, które często pojawiają się w analizie matematycznej.
W pewnym uproszczeniu można powiedzieć, że:
· Istnieją 4 funkcje trygonometryczne: sinus, cosinus, tangens i cotangens.
· Funkcje te działają na kątach.
· Definiuje się je w trójkącie prostokątnym jako stosunki odpowiednich boków.
Trygonometria ma bardzo szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach życia, w których niezbędne jest mierzenie i obliczanie rzeczywistych wielkości. Mając do dyspozycji jedynie zwykłą miarkę i kątomierz możemy obliczyć wysokość dowolnej góry, lub szerokość rzeki. Trygonometria jest podstawą do wykonywania wszelkich pomiarów na powierzchni ziemi, umożliwia działanie urządzeń nawigacyjnych (GPS), a także pozwala na prowadzenie badań astronomicznych.

[image: Obraz zawierający stół

Opis wygenerowany automatycznie]




Zadania
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‘Wyréinikiem tréjmianu kwadratowego nazywamy liczbe A = b* — dac.
Micjsca zerowe funkeji kwadratowe]
« Jesli A > 0, to funkeja ma dwa réine micjsea zerovwe:

LVE g, 2vE
Jedli A =0, to funkeja ma jodno micjsce zerowe: zo
plerwiastkiem podwényim).
« Jesli A <0, to funkeja nic ma micjse zerowych.
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Wair funkeji kwadratowej

« Posta ogélna: y = ax® + b + . a £ 0.

« Postaé kanonicana: y = a(z — p)* +q. a #0.

Punkt o wspéirzednych (p,q) jest wierzcholkiem

‘paraboli oraz:
»

~ jesli A > 0,t0y = alz—2:)(s~z2), gdzie 71 i 72 sa miejscami zerowymi;

~jesli A =0, toy = alx — z0)?, adsie o jest micjscem zerowym;

~ jesli A <0, to nie istnicje posta doczynowa.
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Rozwiaz réwnanie kwadratowe zupeine:

Rozwigzanie:

X +4x+3=0

a=1 b=4 c=3

*+4z+3=0

2_4.1.3=16-12= 4

4+2

Odpowiedz  xe {31}
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Rozwia? rownanie kwadratowe zupeine: z2 + 3z — 4 =0
Rozwigzanie:

F+3x-4=0
a=1 b=3 c=—4

BS54 1 (-4)=9+16= 25 VA={25=5

Odpowiedz: xe{~4.1}
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Rozwiaz rownanie kwadratowe: z° + 2z +
Rozwiazanie:

+2x+1=0

a=15b=2 c=1

Odpowiedz.
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Znajdz rozwiazania réwnania 22% + 2z — 12 = 0.
Liczymy delte dla réwnania kwadratowego
A=2"—4.2.(-12) =4+ 9 = 100

poniewaz A > () zatem réwnanie posiada dwa rozwiazania

=T 22

—2++/100

o= =

-2410_8_,
22 T i
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Zadanie 5

4x-82-x2+5x-2 et
4x-8+x-5x+220 Redukuje wyrazy podobne.
2-x-620 Znajduje miesca zerowe.
A=(-1y-4-1-(-6)=1+24=25

JA=\25=5

Rysue parabole.

Ramiona skierowane w gore, bo a > 0.

Patrzg na znak nieréwnosc ().

Funkga y = x - x~ 6 0siaga wartosdi nieujemne
dla argumentow x < (~20, ~2] U [3, +).

Odpowiedz
x € (0, -2] U 3, +o)
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Przyklad 1.
Oto przykladowe funkcje kwadratowe:

. flz)=2*

2. f(z)=2"+3z
3. f(z) =52+ %

4. f(z)=—2*—2z— 2




image8.png
f@) = (@ - 1)(z+3)
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fl@)=(z-1)(z+3)=2"+3c—z-3=2>4+22-3
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fz)=2"+2z -3
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flz)=(z+4>+1
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f@)=(e+4)?+1=2"+8x+16+1=2"+ 8z +17
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fla) =a® + 8z +17
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f(z)=2*
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Metoda tabelki mozemy wyliczy¢ kilka punktéw nalezacych do tej paraboli:

£ -2 | -1

fla)=2| 4 1

Dla funkcji kwadratowej f(z) = & wspdlezynniki liczbowe a, b oraz ¢ maja wartosci:

o
Il
o o

o
Il

Ramiona paraboli sg skierowane do géry poniewaz wspoélczynnik a jest dodatni.

Wierzcholek tej paraboli jest w punkcie (0,0).
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Przyklad 2.
Wykres funkeji

wyglada nastepujaco:

fw) = —*

Metoda tabelki mozemy wyliczy¢ kilka punktéw nalezacych do tej paraboli:
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Metoda tabelki mozemy wyliczy¢ kilka punktéw nalezacych do tej paraboli:

£ -2 | -1]0 1

fle)=—a® | -4 | -1]|0| -1

Dla funkcji kwadratowej f(z) = —a? wspolezynniki liczbowe a, b oraz ¢ maja wartodci:

a=-1
b=0
c=0

Ramiona paraboli sg skierowane w dol poniewaz wspdlczynnik a jest ujemny.

Wierzcholek tej paraboli jest w punkcie (0,0).
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Zeby narysowa¢ dokladny wykres funkcji kwadratowej, to trzeba wczesniej:

» ustali¢ w ktora strone skierowane sa ramiona paraboli.
Jezeli a > 0 to do géry, a jezeli a < 0 to do dotu.

» obliczy¢ (o ile istnieja) miejsca zerowe funkcji:

gdzie A = % — 4ac.
» obliczy¢ wierzcholek paraboli W = (p, q):

» obliczy¢ punkt przeciecia z osig y-Ow.
Punkt ten ma wspolrzedne: (0, £(0)), czyli (0, ¢).

T2
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Przyklad 3.
Narysuj wykres funkcji kwadratowej f(z) = &® — 2z — 8 i oméw jej whasnosci.
Rozwiazanie:

‘Wspdlezynniki liczbowe tej funkcji kwadratowej, to:

a=1
b=-2
c=-8

‘Wspolezynnik a jest dodatni czyli ramiona paraboli s skierowane do géry.
Liczymy miejsca zerowe:

A=b —dac=(-2)2—4-1-(-8) =4+32=36

—b—yvVA 2-6
T =—"—=—0—=-2
2a 2
“b+VA 2+6
Tg=—T—"—=—-—=4
2a 2
Liczymy wspolrzedne wierzcholka:
_zh_2
P2 727
_oA_ 36
1= =71 T

Czyli wierzcholek paraboli jest w punkcie W = (1, —9).
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Liczymy punkt przeciecia paraboli z osig y-6w:
f(0)=c=-8
Czyli punkt przeciecia paraboli z osig y-6w ma wspélrzedne (0, —8).

Zaznaczamy w ukladzie wspolrzednych wyliczone punkty i rysujemy wykres:

g2

01 2 3 5 6 789
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Teraz oméwimy wiasnosci tej funkcji.
» Dziedzina: R.
» Zbior wartosci: (—9; +00).
» Miejsca zerowe: funkcja ma dwa miejsca zerowe: z; = —2 oraz zo = 4.
» Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, gdy z € (—o0; —2) U (4 + 00).
» Funkcja przyjmuje wartosci ujemne, gdy = € (—2;4).
» Punkt przeciecia z osig y-6w ma wspolrzedne: (0, —8).
» Monotoniczno$¢: funkcja jest niemonotoniczna (jest jedynie monotoniczna przedzialami).
» Réznowartosciowos¢: funkcja nie jest réznowartosciowa.
» Parzystos¢: funkcja nie jest parzysta.
» Nieparzystos¢: funkcja nie jest nieparzysta.

‘Wykres dowolnej funkcji, to mozesz narysowac za pomocg programu do rysowania wykresow.

Rozwiazywanie wielu zadan z funkcji kwadratowej wymaga narysowania wykresu paraboli.




image23.png
Przyklad 1.
Znajdz miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(z) = 22 + 5z -+ 6.
Rozwiazanie:

Przyrownujemy wzor funkcji do zera i rozwigzujemy réwnanie:
2’ +52+6=0
Zeby rozwigza¢ to réwnanie kwadratowe liczymy delte:
A=5"—-4.1.6=25-24=1

Wyliczamy rozwigzania rownania kwadratowego ze wzorow:

VA _5-V1_ -6
2  2:1 2

oraz:

—b+vVA 541

2a 2-1

Ty =

Zatem miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f(z) sa argumenty: z = —3 oraz z = —2.
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wstala ona w wyniku przesuniecia paraboli y
a) b )
) v / ) \ Y| v

0] x
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Lz +27+3
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Funkcje postaci y = £, gdze a > 0 Y
iz € Ry, nazywamy proporcjonalnoscia
odwrotna, wielkosci « i y — odwrotnie pro- |
porcjonalnymi, a liczbg a — wsp6lezynni-
kiem proporcjonalnogci. o
Wykresem funkeji y = 2, gdzie = € R\ {0},
a # 0, jest hiperbola. Prosta y = 0 jest
jej asymptota pozioma, a prosta z = 0 jej
asymptota pionowa.

Funkeje postaci f(z) = 2222, gdzie ¢ #£ 0, okreslona dla z € R\{—2}, jezeli

nie jest ona funkej stala, nazywamy funkeja homograficzng. Wykresem
funkeji homog‘ra.ﬁczncj jest hiperbola.

Postaé f(x) = = +g, dla z € R \ {p}, nazywamy postacia kanoniczna
funkcji homograficzne.
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Przyklad 1.
Przyklady funkcji wymiernych:

‘Wielomian stopnia 0
1 «—— (funkcjastala)
1 f)= -
X $—__ _ Wielomian 1-go stopnia
(funkcja liniowa)

‘Wielomian 1-go stopnia

2x—3 4 (funkcjaliniowa)
IO o
+———— Wielomian 3-go stopnia

‘Wielomian 2-go stopnia

x2 —2 &— (funkcjakwadratowa)

el $——___ Wielomian 1-go stopnia
(funkcja liniowa)

3) f)=
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3z —5
2z

&=+
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Przyklad 1.
1
Wyznacz dziedzine funkeji f(z) = P
T —

Rozwiazanie:

‘Wyznaczamy miejsca zerowe wyrazenia z mianownika:

Zatem dziedzing funkcji f(z) jest zbior: R\{5}.

Przyklad 2.
—6
2z — 14

Wyznacz dziedzing funkcji f(z) =

Rozwiazanie:

‘Wyznaczamy miejsca zerowe wyrazenia z mianownika:

Zatem dziedzing funkcji f(z) jest zbior: R\{7}.

z—-5=0
T =

2z —14=0
2z =14
T =
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Przyklad 3.
4z

Wyznacz dziedzine funkeji f(z) = m
x x

Rozwiazanie:
‘Wyznaczamy miejsca zerowe wyrazenia z mianownika:
(z+1)(z+3)=0
rz+1=0 V z+3=0

z=-1 V z=-3

Zatem dziedzing funkcji f(z) jest zbior: R\{—3, —1}.

Przyklad 4.
1

Wyznacz dziedzine funkgji f(z) = W
\x® —

Rozwiazanie:
‘Wyznaczamy miejsca zerowe wyrazZenia z mianownika:
z(2? —2) =0
2z — V2 +v2) =0
=0 V z—42=0 V z+,2=0
=0 V z=42 V z=-—2

Zatem dziedzing funkeji f(z) jest zbior: R\{—+/2,0, /2}.
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1. Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele, wiedzac, 7e wielkosci z i y sa
odwrotnie proporcjonalne.

a

.

.

e
o
w

2V3 4 24
Y 48 | 36 | 24 | 12 6 4 23] 3
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3.a) D=R\{-7,3}
b) D=R\{-2,2
¢) D=R\ {0}

4.a)z=1b)z=1
Qr=t =1
d)z=-6z=0





image34.png
3. Wyznacz dziedzing wyrazenia.

) erde-2) b) 222043
(z=3)(z+T7) TorT-1
4. Rozwiaz réwnanie.
a) ;g =1 o) L 3,
3r-1_1 z _ 22
2 9 z+2 -2
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12.a) D =R\ {3},
J(D) =R\ {3},
flz)=0dlaz =0,
f(z) > 0dla
z € (—00;0) U (3;00)
b) D =R\ {2},
J(D) =R\ {-2},
f(z):ﬂd.laz:%,
flz)>0dlaze (3;2)
©) D=R\{-2},
J(D) =R\ {2},
f(z]:ﬂd.laz:—%,
f(z) > 0dla
T € (—00;—2) U (—3;00)
d) D=R\{-3},
(D) =R\ {-3},
flz)=0dlaz=-2,
f(z)>0dlaze (-3;-2)
¢ D=R\ {3},
J(D) =R\ {3},
flz)=0dlaz =4,
fz)>0dla
z € (—00;3) U (4;00)
f) D=R\{-3},
J(D) =R\ {3},
fl@)=0dlaz=—4,
fz)>0dla
z € (—o0;—4) U (—3;00)
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12. Naszkicuj wykres funkeji f. Wyzmacz jej dziedzing, zbiér wartosci oraz
micjsca zerowe. Dla jakich argumentéw funkeja ta przyjmuje wartosci do-

datnie?
a) fa) = 32 O f@=2 o )=l
D f@=52 Q) f@)=BE ) )=
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17.8) - r—12=0,2£0
z=3x
b) 2710421 20,2 20

d)r“—x:+lﬁ:ﬂ,x¢l,
o)
iy
EyRErR
vy
f)—?=-3,z#-1,
=#1
z=—VEz=V3

18 s

2 —As#l

P
v deiga
£ 2270
2=t

012 4d=027 2
sprascane

&) 2240035 0,5 £ 3,
r£3

z=-1

o —tz=—6,z£0

o

e
spraceane.

19.2) z € (0:4)

b)z € (~o0i0) U E:

E-2z#1

o z€ (100

Drel-HE-DUEim)
§e(20UEI0)
Bz € (o=
U351 (t0)

§) £ € (~oei-3) U 0500)

20.8) x € (-2 -2 U
U(-150) U 1550)
b)x € (30)

9 z€ (%1 (L)
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17.

18.

19.

20.

Rozwiai: réwnanie.

40-12 _ 3 2 _ 241, 21 _
a) 5— 2= =g ©) ;5 +75=0 e Ty +i3=2
21 _ 9 4 _ 2041 _ z
b)z+ 2 =10 deg-5a=! 0 =4 a1

Rozwias, réwnanic.
2 4x—12 _
a) g =0

284327 422 _
b) 22+ 22 =0

922 — 5z _ z
O Ty =ltmos

Rozwiaz nieréwnosé.
a)2>1

z
b) &5
3

9 57 <7
Rozwiaz nieréwnosé.

1 _z+1_3 1 1 1
A Tt 2 ) + =

3 . 20+3
b) 4225 > F00
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Funkcje trygonometryczne kata ostrego

b c

sin?a +cos?a =1

sina=2 tga=2
c b
b el
cosa—¢ ciga—g .
a | 0°30° |45 | 60° | 90°
3 1 V2 | V3 i
sina |01 5 |5 |5 | 1| tga—ta
3 2 1
) KN EAIE N A
tga [0S 1 [ V3] x sina
1
ciga | x (VB3| 1 | £ |0 ctga=o

sin(90° — @) = cosar
cos(90° — a) = sina
tg(90° — ) = ctgar
ctg(90° — a) = tg o
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Przyklad 1.

Oblicz sin e, cos « oraz tg a.
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Rozwigzanie:

Obliczamy dhugo$¢ przeciwprostokatnej korzystajac z twierdzenia Pitagorasa:

F=7+4
& =49+16
& =65
c=+/65
Zatem z definicji funkcji trygonometrycznych w tréjkacie prostokatnym mamy:
. 4 465
siha=——=——
V65 65
7 765
cosa=—=——
V65 65
. 4
a=—
gx=7

Gdy mamy podang warto$¢ jednej funkcji trygonometrycznej i musimy obliczy¢ warto$¢ innej funkcji trygonometrycznej, to mozemy:
» albo skorzystac z tréjkata prostokatnego i definicji funkcji trygonometrycznych
» albo skorzystac z jedynki trygonometrycznej i wzoru na tangens:
sin® @+ cos’a =1

sin o

tga=
cosa
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1.2) b=3,c=3V5,
2~/§‘

sina = 208

sina = 9T, cosa = YIT,

1
3

ctga =
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1. Oblicz dlugosci pozostalych bokéw tréjkata prostokatnego ABC
(rysunek obok) oraz wartoci pozostalych funkeji trygono-
metrycznych kata o, majac dane:

a) a=6,tga=2, ¢) a=6,cosa=1,
b) a=2 sina=4, d) e=V5, tga=3.
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2. a) b=40V3, ¢ =80,
B=60°
b)a=6v3 c=12,
B=30°
©) e=2(vVZ—1),a=30,
B=60°

3. a) sina =, cosa = 2,
tga =35, ctga =2
b)sina =2, cosa =4,

tga =7, ciga

o 24
o) sina =, cosa

-l

tga =2 ctiga =7

4.0) sina =2, tga

2
T

ctga =35
_1 _ s
b) cosa = 33, tga = 1,
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3. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli:
a) sin(90° —a) =12, b) cos(90°—a) =3, ) tg(90° —a) = F.
4. Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego a.
a) cosa =g b)sina=3 ¢) tga=+6  d)tga=2V2

5. Wyznacz miare kata ostrego a, jedli:
1 1

3—sina _ 1 _
A5 = D) e~ wsa =0
o 1-sin‘a _ 3
b) sina = V3cosa, ©) e =3
i 2 qsin®
¢) V2sina — cos?a =sin’a, f) Snacos atsina _ o

sinacosa
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5. a) sina = L, cayli @ = 30°
b) f22 = tga = /3, czyli a = 60°
) V2sina =sin®a +cos’a =1, sina = 2, czyli @ = 45°
d) sina = cosa, czyli a = 45°
e) Usintalbisin®a) _ 4 Gin? 0 = 3 oraz sina > 0
sina =L, czyli a =45
f) snatilateee) _ 1 _9 god cosa = 4, cyli a = 60°




